Prof. Dr. Friedel Bolle 36
Vorlesung "Mikro6konomie" WS 2008/2009 — II. Theorie der Unternehmung/2

7. Frage: Welche Eigenschaften haben Produktionsfun  ktionen mit
mehr als einem variablen Faktor?
Dies kostet etwas mehr Zeit als die Ein-Faktor-Produktionsfunktion, des-

halb ab jetzt auch langere Abschnitte.

Zunéchst zwei Beispiele fir einfache 2-Faktor-Produktionsfunktionen,
die nicht ganz dem allgemeinen Bild entsprechen, das wir spéater entwer-

fen.
7.1. Beispiele und allgemeine Annahmen

2-Faktoren Produktionsfunktion
=f(X1,X2,X3....,X
y ( 1:X2,X3 n)

fixe Faktoren

Darstellung durch Ertragsgebirge

Beispiel: Warmeerzeugung durch Heizdl, Gas
(Kalorienzahl y) (Menge x,), (Menge x,)
Yy =a1Xg tazXp

Wenn wir noch einen Faktor festhalten (= Schnitt parallel zu einer Ach-

se), haben wir wieder eine Ein-Faktor-Produktionsfunktion (Hat aber
nicht die Eigenschatft f(0)=0!):

Xy =Xy
y=aX +aX,

Steigung :(;Ly =a, = Grenzproduktivitat
X

aX, { des Faktors 1

Prof. Dr. Friedel Bolle 37
Vorlesung "Mikrodkonomie" WS 2008/2009 — II. Theorie der Unternehmung/2

Die gleichen Verhaltnisse, wenn wir Faktor 1 festhalten. Diese Uberle-

gungen geben uns eine Vorstellung lUber das Ertragsgebirge.

y

X2 Im Beispiel ist das Ertragsgebirge eine

Ebene durch den Ursprung!

» X1

Fur zeichnerische Darstellung der 2-Faktoren -Produktionsfunktion ande-
re Methode (nicht perspektivisch)

Anleihe aus Geographie:

Hoéhenlinien (Isohypsen)

Isobaren

Isothermen und viele andere Isolinien
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Beispiel:

Composite VIS/IE (Day/Hight]

= &/ |

TI705708 06002 Naval &
k] | ™%

Mo 1 data

Prof. Dr. Friedel Bolle 39
Vorlesung "Mikro6konomie" WS 2008/2009 — II. Theorie der Unternehmung/2

Wir machen es ebenso
Iso-quanten
gleiche Menge

= Schnitt durch das Ertragsgebirge parallel zur Ebene der Einsatzfakto-

ren.

Definition: Eine Isoquante ist die Menge aller Inputkombinationen

(x.,%,) [allgemein(x,...x,)], mit denen der gleiche Output produziert
wird.

y=y=100%) [y=10a...x)]

Beispiel:
X2
. 2 Isoquanten der linearen Pro-

Ein Faktor kann duktionsfunktion
durch den ande- y=aX +a%,
ren ersetzt wer- X = y & X,

, =2 -
den: & &
substitutionale
Produktionsfunk-
tion >
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Beispiel:
Linear-limitationale oder Leontiefsche Produktionsfunktion

(n-Faktoren-Produktionsfunktion)

Fir eine Einheit Output benétigen wir (vgl. Rezept Marsala-Pfirsiche):
a; Einheiten von Faktor 1

a, Einheiten von Faktor 2

O

O

O

a, Einheiten von Faktor n

Die a; heil3en Input Koeffizienten.
Inputvektor = (x,%,,..., X, )

Wie viel kann produziert werden?

X, reicht fur X Einheiten Output
a

P A
X, reicht fir =2 Einheiten Output
&

e Xy
X, reicht fur =~ Einheiten Output
a,

Die kleinste von diesen Zahlen gibt den Engpass an!
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Nun speziell:
n=2 und

X, = X, (fest vorgegeben)

Darstellung:
y A
a ﬁ
7
/// ai
— 7/
X ’ . X
2 peeeee—- y=min L "2
a, \ & 3
X _X
Q
> X
Isoquanten?

A
X;

Der Faktgr 1
ist knapp

Der Faktor é ist knapp

v

Bei der Leontiefschen Produktonsfunktion kann man ein "weniger" eines
Faktors nicht durch ein "mehr" eines anderen Faktors ausgleichen. Keine
Substitution mdoglich.
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weiteres Beispiel : Y= %X,
Xo A

Y=XX, o X =Y Hyperbel
X

Steigung?% = —12
dq X

» X1

Was bedeutet die Steigung?
Steigung beschreibt die Substitutionsmaoglichkeiten !
Substitution ist also mdglich, aber nicht in festen Proportionen wie bei

linearer Produktionsfunktion.

Im Folgenden beschreiben wir die Substitutionsmaoglichkeiten genauer.

7.2. Grenzrate der (technischen) Substitution (GRS)
Definition: GRS des Faktors 1 durch den Faktor 2 gibt an, wieviel von
Faktor 2 hinzugefugt werden muss, wenn man eine Einheit von Faktor 1

wegnimmt, die Produktion aber gleich bleiben soll.

. of of
Allgemein: = f(x,X dy =—dx, + —dx, =0 auf Isoquante
g y=f(x,%) Y=o Bt 5 B q
(zB dx;<0 weg,dx, hinzu)
% :_6f 10x,
dx, of 10x,

(auch wegen Satz Uber implizite Funktionen)
= Steigung Isoquante

cre O 19%
af /0

(Absolutwert der Steigung der Isoquante)
X2
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Im Beispiel y = x1Xx» gilt:

GRS =7ay/aXl :Xizziylxl :L
ay/oxs xq X1 X12

Allgemeiner:
y = xf’lxg’2 (Cobb-Douglas-Produktionsfunktion)
a,ap >0

m-1,a
ayldxl 0’1X11 X22 a1 Xo
GRS = = il

oy / 0x» aleal ng ap Xq

d.h. die Substitution von Faktor 1 wird ,immer schwerer” je kleiner x; be-
reits ist!

Leontiefsche Produktionsfunktion GRS = 0 oder «

!

d.h. Substitution ist: unnoétig  unmdglich
lineare Produktionsfunktion: GRS:ﬁ vollstandige Substitution zu fes-
&

ter Rate moglich.

Allgemein : Aus ﬂ>0 und i>0fo|gt
X, 0

X2
(i) Isoquanten sind fallende Funktionen

of /9%,
af /9%,

Steigung = -

(ii) Zwei Isoquanten derselben Produktionsfunktion, die verschiede-
ne Outputniveaus beschreiben, kénnen sich nicht schneiden.
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Wir wollen uns um weitere Eigenschaften der Isoquanten kimmern: Beispiel: Schreibdienst, verwendet 2 Sorten von Computern mit ver-
Jetzt ndheres Uber die Form der Isoquanten: schiedenen Textverarbeitungsprogrammen.
konkav konvex
X2\ X2 Zeit Computer 2
A
\ A
A\ .
\\\ dx af /9%, \ Konstante Anzahl von Seiten
2 —
N\ dx,  of /ax, \\\ pro Monat
——
\\
> X1 , X1
(a) Substitutionen immer (b) Substitutionen immer "Zeit Computer 1
leichter schwerer
weiteres Beispiel: Ubung!
Fragen: Aber generell:

¢ Wie kann man feststellen, welcher Verlauf vorliegt? Annahme: Die Isoquanten der 2-Faktor-Produktionsfunktion sind konvex.

¢ Welche Form ist plausibel?

Beispiel: y =X1Xo - Xo =Y.
X1
= % —12 = Steigung der Isoquante
g X
2 -
d );2 = le >0 =Veranderung der Steigung (GRS sinkt!)
dg X 0

heif3t: konvexe Funktion
Konvex: Normalfall (Beispiel: Getreideproduktion mit Saatgut und Dun-

ger)
Ist konkav méglich? D. h. Inputs, die sich stdren!?
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7.3. Homogene (Produktions)funktionen

Definition: Ein Funktion y= f(x,...,x,) heiRt homogen vom Grad Kk,
wenn gilt f(Ax,,...,Ax,)=A*f(x,,...,x,) fir alle A>0.
Beispiel:
@ y=1lux)=xx"
f (Axg, A%, ) = A (A%, )2
= 1¥2x,x5"2
= 2 f (%, %,)

ist homogen vom Grad %,

3
(b) vy= f(qux2)=xﬁ (keine Produktionsfunktion)

3 3
f(/]xlv/]xz)= (/I]X1) =/]2X7l=’]2f(xl1x2)
X

ist homogen vom Grad k = 2
© y=flax)=x+x
F (A, A%, ) = A2 + A, 2 A (3, %, ) = A2 +x,)
ist nicht homogen
Beweis? z. B.: x, =1, Xx,=0, A=2
= (falls homogen) f(20,2M)=4=2"f(10)=2"0, alsok =2
=0, %=1 A=2
= (falls homogen) f(2M20)=2=2"F(01)=2"0, alsok=1
= Widerspruch!

Was koénnen wir Uber die Produktionsfunktionen sagen, die wir bereits

kennen?
Linear k=1
Leontief k=1 selber zeigen!

Cobb-Douglas k=a, +a,

Was bedeutet Homogenitat fir Produktionsfunktionen?
z.B. 1=2 hei3t: Wenn alle Faktormengen verdoppelt werden:
k=1 f(2%,....2%, ),

dann verdoppelt sich der Output:

21 (xy,.... %, )-
z.B. 1=4 heif3t: wenn alle Faktormengen vervierfacht werden,
k =% dann verdoppelt sich der Output.

Welches sind die Faktorkombinationen (Ax;,Ax,)?

liegen alle auf Gerade durch Ursprung
(A =0) und (x;,x,) (1 =2)!

v

Gilt auch fir mehr Faktoren!

Veranderungen von A nennt man auch Skalenénderungen .

Definition:

Eine homogene Produktionsfunktion hat

- zunehmende Skalenertrage, wenn k>1

- abnehmende Skalenertrage, wenn k <1

- konstante Skalenertrage, wenn k=1.

Im letzten Fall spricht man auch von linear homogenen Produktionsfunk-

tionen.
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XZA
AX, .
y
X, \_g(xl, Xz) =2y
~ a(x. %)=y
> Xl
% ix(1<2)
XZA
S5y
4y
— g(x.x)=3y
2
> X
XA
a 5y
K ay
\ NS \ 3y
//a/<\a y\ gl(X11X2)=2y
-

Bei zunehmenden
Skalenertragen lie-
gen die Isoquanten,
die zu linear stei-
genden Outputwer-
ten gehoéren, immer
dichter.

Bei abnehmenden
Skalenertragen
immer weiter aus-
einander.

Bei konstanten
Skalenertragen
verandert sich der
Abstand nicht.
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Was ist das besondere an homogenen Funktionen?

gegebene Isoquanten

<

Isoquante Aky ist vergroRertes (verkleinertes) mafistabgetreues Bild
von y .

=  Strahl schneidet die Indifferenzkurven unter gleichem Winkel, d. h.

Bei homogenen Produktionsfunktionen bleibt die Grenzrate der Substitu-
tion auf einem Strahl durch den Ursprung konstant.

X2 A

\< .
N —
X/ X gleiche Steigung
\X/ \\

X—

v
=
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Zum Beweis zunachst neue Darstellung:

y =f(x¢,x2)  homogen vom Grad k

f(Axg, Axp) = AF(xq, %0 ) = A [y

=
1 X 1) 1)
et B ()
: [ o)=L 10)=( 2

y=x1‘ D[l,XZJ

X1

N X

2]

X1

Jede homogene Funktion kann so dargestellt werden!

f(x1,%p) = ayx) +apxy

=xi| & +a, 22
Beispiel: N 2xl
h X2
X1
k-1 X k 4| X2 _X2
kxl h(xjﬂl [h(XJ —
dxp _ dy/oxq _ 1 1 X
d oyl o -
X1 y 10X xfl:h(xszi
X1) X1
xf‘l{kh(x2j-x2r1(x2j}
_ X1) X1 (X
k-1'[ X2
X, ~h|—*%
! (le

(x1.%2) - (Axq,4x7)

k=1 xk1 =1
o Za{z) )
0x1 X]_ Xl Xl
ay_h'()QJ
0X2 X1
of of X2 '
X] — +Xo — =X1|h==%h [+X5h
Yoxg 2 oxp 1{ X1 } ?
= th —th' +X2h'
X2
=x¢f|1,~%
l( Xl]
=f(x.x2)
=y
Menge Menge
Faktor 1 *GP Faktor2 GP
o, o
“ox 2o,

heil3t Eulersches Theorem .

Gilt fur linear homogene Produktionsfunktionen

y =f(x1,%2).




